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$R$ , $A\subset R$
, $f$ : $Aarrow\overline{R}$ . $f$ , $A$
.
1 Introduction
$(R, <, \ldots)$ . ,
, , $R$ $(R, <, \ldots)$
. $R$ $A$ , $a,$ $b\in A$ $c\in R$
, $a<c<b$ $c\in A$ , $A$ $R$
. $\sup A,$ $\inf A\in R\cup\{-\infty, +\infty\}$ , $A$ $\wedge^{l}\mathrm{I}$)$\iota$ .
$R$ $D$ , ( )
, $R$ ( ) .
Th$(R)$ ( ) , Th( $R\rangle$
( ) .
, $R$ . $C,$ $D\subset R$ .
$c\in C,$ $d\in D$ $c<d$ , $C<D$ . ($C,$ $D\rangle$ ,
$C<D$ $C\cup D=R$ $D$ ,
. $R$ $\overline{R}$ . $R$
$R=\overline{R}$ . $a\in R$ ,
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$\langle(-\infty, a], (a, +\infty\rangle\rangle$ , $R\subset\overline{R}$ .
$\langle C_{1}, D_{1}\rangle<\langle C_{2}, D_{\mathit{2}}\rangle$ $C_{1}\subseteq C_{2}$ , $(R, <)$
$(\overline{R}, <)$ .
$R(\overline{R})$ , $R(\overline{R})$ .
1.1 $(\mathbb{Q}, <, P)$ . $P:=(-\sqrt{2}, \sqrt{2})\cap \mathbb{Q}$ .
, $\overline{\mathbb{Q}}=\mathbb{Q}\cup\{-\sqrt{2}, \sqrt{2}\}$ . , \pm $\langle$ $(-\infty.,$ $\pm\sqrt{2}),$ $(\pm$ , $+\infty)\rangle$
– .
$n$ , $A\subset$ . $f:Aarrow\overline{R}$
, $\{\langle x, y\rangle\in A\cross R:y<f(x)\}$ ( $\Gamma_{<}(f)$ )
, $f$ .
1.2 $f$ : $Aarrow R$ , $\{\langle x, y\rangle\in$
$A\cross R:y=f(x)\}$ .
1.3 $(\mathbb{Q}, +, <, P)$ . $P:=(-\sqrt{2}, \sqrt{2})\cap \mathbb{Q}$ .
$f:\mathbb{Q}arrow\overline{\mathbb{Q}}$ $f(a):=a+$ . ,
$\Gamma_{<}(f)=\{\langle x,y\rangle\in \mathbb{Q}\cross \mathbb{Q}:\exists z\in P(y<x+z)\}$
, $f$ .
$R=(R, +, <, \ldots)$ $(R, +, <)$ .
[3] 5.1 , $R$ . $\langle C, D\rangle$
$\inf\{y-x:x\in C, y\in D\}=0$ , $R$
, $R$ .
.




1.5 ([4, 2.15]) $R$
, Th$(R)$ .
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$R=(R, +, <, \ldots)$ $(R, +, <)$
. $A,$ $B\subset R$ , $A\pm B:=\{x\pm y:x\in A,$ $y\in$
$B\}$ . $\langle C_{1}, D_{1}\rangle,$ $\langle C_{2}, D_{2}\rangle$ , $\langle C_{1}, D_{1}\rangle+$
$\langle C_{2}, D_{2}\rangle:=\langle C_{1}+C_{2}, D_{1}+D_{2}\rangle$ . $(\overline{R}, +, <)$
, $(R, +, <)$ .
$R=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ $(R, +, \cdot, <)$
. [3] 53 , $R$ .
$A,$ $B\subset R$ , $A\cdot B:=\{x\cdot y : x\in A, y\in B\}$ ,
$-A:=\{-x:x\in A\}$ . $\langle C_{1}, D_{1}\rangle,$ $\langle C_{2}, D_{2}\rangle$
,
$\langle C_{1}, D_{1}\rangle\cdot\langle C_{\mathit{2}}, D_{2}\rangle$
$:=$. $(\overline{R}, +, \cdot, <)$ , $(R, +, \cdot, <)$
.
1.6 $R=(R, <, \ldots)$ , $R$
$I$ $f$ : $Iarrow\overline{R}$ ,
$X$ $I_{0},$
$\ldots,$
$I_{k}$ , I=XIII0 .. .
$i\leq k$
$\bullet$ f – ,
$\bullet$ $f|I_{i}$ $a,$ $b\in I_{i}$ $c,$ $d\in R$ $a<b$
$f(a)<c<d<f(b)$ , $c<f(x)<d$ $x\in(a, b)$
; D ,
$\bullet$ $f|I_{i}$ $a,$ $b\in I_{i}$ $c,$ $d\in R$ $a<b$








1.8 $R=(R, <, \ldots)$ ,
:
1. $R$ 1 $\langle 0\rangle$ . $C\subset R$ $\langle 0\rangle$ cell ,
$\overline{C}:=C$ .
2. $R$ $\langle 1\rangle$ . $C\subset R$
$\langle 1\rangle$ , $\overline{C}:=\{X\in\overline{R}:\exists a, b\in c_{a<},\prime x<b\}$ .
3. $C\subset R^{m}$ $\langle i_{1}, \ldots, i_{m}\rangle$ $f$ : $Carrow R$
, $\overline{f}$ : $\overline{C}arrow\overline{R}$ , r(
$\langle i_{1}, \ldots,i_{m}, 0\rangle$ , $\overline{\Gamma(f)}:=\Gamma(\overline{f})$ .
4. $C\subset R^{m}$ $\langle i_{1}, \ldots, i_{m}\rangle$ $g,$ $h:Carrow\overline{R}$
, , $\overline{h}:\overline{C}arrow\overline{R}$ , $\overline{x}\in\overline{C}$
-g(-x) $<\overline{h}(\overline{x})$ ,
$(g, h)_{C}:=\{\langle\overline{a}, b\rangle\in C\cross R : g(\overline{a})<b<h(\overline{a})\}$
$\langle i_{1}, \ldots, i_{m}, 1\rangle$ ,
$\overline{(g,h)_{C}}:=\{\langle\overline{a}, b\rangle\in\overline{C}\cross\overline{R} : \mathrm{y}(\mathrm{a})<\mathrm{b}<\overline{h}(\overline{a})\}$
.
5. $i_{1},$ $\ldots,$ $i_{m}$ , $C\subset R^{m}$ $\langle i_{1}, \ldots, i_{m}\rangle$
, $C$ .
$C\subset$ , $f$ : $Carrow\overline{R}$ .
, $f$ $\overline{f}:\overline{C}arrow\overline{R}$ , $f$ .
1.9 $R=(R, <, \ldots)$ , $m\in \mathrm{N},$ $X\subset R^{m}$
. , $X$ $m$
.
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1. $X$ $R$ , $D=\{C_{0}, \ldots, C_{k}\}$
$X$ . , $D$ $X$
.
2. $X$ $R^{m+1}$ , $D=\{C_{0}, \ldots , C_{k}\}$
$X$ , $\pi$ : $R^{m+1}arrow$
. , $\{\pi(C_{0}), \ldots, \pi(C_{k})\}$ $\pi(X)$
, $D$ $X$ .
1.10 $R=(R, <, \ldots)$ , $m\in \mathrm{N},$ $X,$ $\mathrm{Y}\subset R^{m}$
, $X\neq\emptyset$ . $D$ $X$ .
, $C\in D$ , $C\subset \mathrm{Y}$ $C\cap \mathrm{Y}=\emptyset$ ,
$D$ $\mathrm{Y}$ .
1.11 $R=(R, <, \ldots)$ . $m,$ $k\in \mathrm{N}$
$X_{1},$
$\ldots,$
$X_{k}\subset R^{m}$ , $X_{1},$ $\ldots,$ $X_{k}$
$R^{m}$ , $R$
.
1.12 ([4, 2.14]) $R=(R, +, <, \ldots)$ $(R, +, <)$
. $m\in \mathrm{N}$ . .
1. $R$ .
2. $X\subset$ , $f$ : $Xarrow\overline{R}$
. $X$ $D$ , $C\in D$
$f|C$ .
1.13 $R=(R, +, \cdot, <, \ldots)$ $(R, +, <)$
. $D\subset R$ ,
$f$ : $Darrow\overline{R}$ . , $f$ $D$
.
2 1.13
, 1.13 . , $R=(R,$ $+,$ $\cdot$ ,
$<,$ $\ldots)$ $(R, +, \cdot, <)$ .
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$K$ , $I$ . $I$ $K$ ,
$x\in I$ , $y\leq x$ $y\in I$ . $I$ $K$
, $a\in I$ ( $-\infty,$ $a|\subset I$
.
2.1 $K=(\mathbb{Q}, <)$ , $a,$ $b,$ $c\in \mathbb{Q}$ $a<b<c$ . $(-\infty, a)$
$(-\infty, a)\cup(b, c)$ , $\mathbb{Q}$ , $(b, c)$ $\mathbb{Q}$
.
2.2 ([4, 12]) $R=(R, <, \ldots)$ , $I\subset R$
. $f$ : $Iarrow\overline{R}$ .
$\lim_{xarrow\inf I+\mathit{0}}f(x)$ $\lim_{x\cdot \mathrm{s}\sup I-0}f(x)$ –R\cup $\{-\infty,$ $+\infty\}$
.
( ). $\lim_{xarrow\inf I+0}f(x)$ . $c\in R$ ,
$I_{1}(c):=\{x\in I : f(x)<c\}$ ,
$I_{\mathit{2}}(c):=\{x\in I : f(x)=c\}$ ,
$I_{3}(c):=\{x\in I : f(x)>c\}$
. $\langle I_{1}(c), I_{\mathit{2}}(c), I_{3}(c)\rangle$ , $I$
. i\in {1, 2, 3} , $X_{i}:=\{c\in R:I_{i}(c)$ $I$
}.
. $|X_{\mathit{2}}|\leq 1,$ $X_{3}<X_{\mathit{2}}<X_{1}$ $\langle X_{1}, X_{2}, X_{3}\rangle$ $R$
.
. , $|X_{2}|$ $\leq 1$ . $|X_{2}|\geq 2$ . $a,$ $b\in X_{\mathit{2}}$
$a\neq b$ . , $I_{2}(a)$ $I_{2}(b)$ $I$ . ,
$x\in I_{\mathit{2}}(a)$ , $x_{1}\leq x$ $x_{1}\in I_{\mathit{2}}(a)$ . , $y\in I_{\mathit{2}}(b)$
, $y_{1}\leq y$ $y_{1}\in I_{2}(b)$ . $z:= \min\{x, y\}$ , $z_{1}\leq z$
$z_{1}\in I_{2}(a)\cap I_{\mathit{2}}(b)$ . $I_{2}$ , $a=f(z_{1})=b$ .
$x_{s}<X_{2}<X_{1}$ . $a\in X_{3}$ $b\in X_{\mathit{2}}$ . , $I_{3}(a)$
$I_{2}(b)$ $I$ . , $x\in I_{3}(a)\cap I_{2}‘(b)$ ,
$a<f(x)=b$ . $\mathrm{x}_{\mathrm{s}}<X_{\mathit{2}}$ . $X_{\mathit{2}}<X_{1}$ .
$\langle X_{1}, X_{2}, X_{3}\rangle$ $R$
. $c\in R$ . $R$ , $i\in\{1,2,3\}$
, $I_{i}(c)$ . $\langle I_{1}(c), I_{\mathit{2}}(c), I_{3}(c)\rangle$ $I$ ,
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$i\in\{1,2,3\}$ $I_{i}(c)$ $I$ . $c\in X_{i}$ .
$\blacksquare$
$X_{1}=\emptyset$ , $X_{3}=R$ . $c\in X_{3}$ $I_{3}(c)$ $I$
. , $x\in I_{3}(c)$ , $y\leq x$ $f(y)>C$ .
, $\lim_{xarrow\inf I+0}f(x)=+\infty$ .
$X_{3}=\emptyset$ . , $\lim_{xarrow\inf I+0}f(x)=-\infty$ .
$X_{1}\neq\emptyset$ $x_{\mathrm{s}}\neq\emptyset$ . $a\in X_{1}$ $b\in x_{s}$ , $b\leq$
$\lim_{xarrow\inf I+0}f(x)\leq a$ . , $\lim_{xarrow\inf I+0}f(x)=\inf X_{1}=\sup Xs\sim\in\overline{R}$ .
$\blacksquare$






2.3 $I\subset R$ , $f:Iarrow\overline{R}$
. $x\in I$ , $f_{+}’(x),$ $f_{-}’(x)\text{ }\overline{R}\cup\{-\infty, +\infty\}$
.
( ). $x\in I$ $(0,\epsilon)$ $g$ , $g(t):=$
$t^{-1}(f(x+t)-f(x))$ 2.2 , $f_{+}’(x)= \lim_{tarrow+0}g(t)$
–R\cup $\{-\infty,$ $+\infty\}$ . $(x)$ .
$\blacksquare$
2.4 $I\subset R$ , $f:Iarrow\overline{R}$
. , $f_{+}’>0(f_{+}’<0)$ , $f$
( ) . $f_{-}’$
.




2.6 $I\subset R$ , $f$ : $Iarrow\overline{R}$
. (I), $f_{-}’(I)\subset$ $f_{+}’,$ $f_{-}’$ $I$
. , $f$ $I$ , $f’$ $I$ .
( ). $I$ $x$ , $f_{+}’(x)=f_{-}’(x)$ .
, $f_{+}’(a)>f_{-}’(a)$ $a\in I$ . $f_{+}’,$ $f_{-}’$ $I$
, $f_{+}’(J)>c>f_{-}’(J)$ $c\in R$ $a$ $I$ $J$
. $J$ $x$ , $g(x):=f(x),.-cx$ .
, $g$ $J$ . $J$ $g_{+}’>0$ $g_{-}’<0$ .
24 , $g$ .
. $\blacksquare$
2.7 $I\subset R$ , $f:Iarrow\overline{R}$
. (X), $f_{-}’(x)\in$ $\{-\infty, +\infty\}$
$I$ .
( ). $f_{+}’(x)=+\infty$ $I$ . $-\infty$
. $K:=\{x\in I : f_{+}’(x)=+\infty\}$
. , $R$ , $K$ $J$
. $a<b$ $J$ $a,$ $b$ . $J$ $x$ ,
$g(x):=f(x)- \frac{f(b)f(a)}{ba}=(x-a)$
. , $g$ $J$ $g(a)=g(b)$ . , $J$
$x$ , $g_{+}’(x)>0$ . 24 , $g$ $J$
. , $g(a)=g(b)$ .
$f_{+}’(x)=+\infty$ $I$ .
$f_{-}’(x)$ . $\blacksquare$
( 1.13 ). 1.12, 23, 26, 27
. $\blacksquare$
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